
第 8 章 一元线性回归



内容提要

8.1 变量之间关系的度量

8.2 一元线性回归

8.3 利用回归方程进行预测

8.4 残差分析



8.1 变量之间关
系的度量

变量之间的关系

相关关系的描述与测度

相关系数的显著性检验



变量之间的关系：函数关系

定义

设有两个变量x和y，变量y随变量x一起

变化，并完全依赖于X，当变量X取某个

数值时，Y依据确定的关系取相应的值，

则称 y是x的函数，记为y=f(x)，其中x

称为自变量，y称为因变量。

性质

函数关系是一一对应的确定关系

图示

各个观测点落在一条直线上。
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例子

• 商品销售额y与销售量x的关系：y=px

• 圆的面积S与半径R的关系：S= 𝜋𝑅2



变量之间的关系：相关关系

描述

一个变量的取值y不能由另一个变量x

唯一确定，即当变量x取某个值时，

变量y的取值可能有多个。

性质

相关关系是不确定的数量关系

图示

各个观测点分布在直线周围。

例子

• 子女身高y与父母身高x之间的关系

• 收入水平y与受教育程度x之间的关系

• 粮食单位面积产量y与施肥量𝑥1、降雨

量𝑥2、温度𝑥3之间的 关系

• 商品消费y与居民收入x之间的关系

• 商品销售额y与广告支出x之间的关系
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普遍
联系

不相关

（r=0）

相关

（0<|r|≤1）

完全相关

（确定的变量关系，
|r|=1）

完全相关关系

（双向）

函数关系

（单向）

确定的因果关系

（单向）

部分相关

（不确定的变量关
系，0<|r|<1）

线性相关

（|r|接近1）

线性相关关系

（双向）

线性回归关系

（单向）

线性因果机制

（不确定的因果关系，单向）

非线性相关

（r无意义，接近0）

非线性相关关系

（双向）

非线性回归关系

（单向）

非线性因果机制

（不确定的因果关系，单向）

从相关到因果

确定性关系

不确定性关系



相关分析的主要问题与假定

主要问题

• 变量之间是否存在关系？

• 如果存在关系，它们之间是什么样

的关系？ 线性vs非线性

• 变量之间的关系强度如何？

• 样本所反映的变量之间的关系能否

代表总体变量之间的关系？显著性

假定

• 两个变量之间是线性关系

• 两个变量都是随机变量



相关关系的描述与测度：散点图
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相关关系的描述与测度：相关系数(一)

定义

相关系数(correlation coefficient)，

是根据样本数据计算的，度量两个变量

之间线性关系强度的统计量。

分类

• 总体相关系数：𝜌

• 样本相关系数：r(Pearson相关系数)

公式

• 总体相关系数

𝜌 =
cov 𝑋, 𝑌

𝐷(𝑋) 𝐷(𝑌)

• 样本相关系数

𝑟 =
𝑛σ𝑥𝑦 − σ𝑥 σ𝑦

𝑛σ𝑥2 − σ𝑥 2 ⋅ 𝑛 σ𝑦2 − σ𝑦 2



相关关系的描述与测度：相关系数(二)

性质

• r的取值范围[-1,1]。

• r具有对称性。即𝑟𝑥𝑦 = 𝑟𝑦𝑥

• r的数值大小与原点和尺度无关。

• r是x与y之间线性关系的度量，不能

用于描述非线性关系。

• r是x与y之间线性关系的度量，不一

定意味着因果关系。



相关系数的显著性检验

总体相关系数与样本相关系数
• 总体相关系数：𝜌（未知）

• 样本相关系数：r(依据样本计算)

• r是𝜌的近似估计，受抽样波动的影响

r的抽样分布
• 当𝜌 → −1时，r呈现出右偏分布

• 当𝜌 → 1时，r呈现出左偏分布

• 当𝜌 → 0，且n → +∞时,r接近正态分布

r的显著性检验

• 检验方式：t检验

• 检验内容：是否存在线性相关关系

r的显著性检验步骤

• 提出假设：

𝐻0: 𝜌 = 0

𝐻1: 𝜌 ≠ 0

• 计算检验统计量

𝑡 = 𝑟
𝑛 − 2

1 − 𝑟2
~𝑡 𝑛 − 2

• 确定显著性水平𝛼，做出统计决策

若 𝑡 > 𝑡 Τ𝛼 2
，拒绝𝐻0

若 𝑡 < 𝑡 Τ𝛼 2
，不能拒绝𝐻0



例子：背景与数据

例子

某大型商业银行在多个地区设有分行，其
业务主要是进行基础设施建设、国家重点项目
建设、固定资产投资等项目的贷款。

近年来，该银行的贷款额平稳增长，但不
良贷款额也有较大比例的增长，这给银行业务
的发展带来较大压力。

管理者希望知道：

• 不良贷款是否与贷款余额、累计应收贷
款、贷款项目个数、固定资产投资额等
因素有关？

• 如果有关，它们之间是什么样的关系？

• 关系强度如何？



例子：散点图



例子：相关系数



例子：相关系数的显著性检验

步骤

• 提出假设：𝐻0: 𝜌 = 0；𝐻1: 𝜌 ≠ 0

• 计算检验统计量

𝑡 = 0.8436
25 − 2

1 − 0.84362
= 7.5344

• 根据显著性水平𝛼 = 0.05，查表得到临界值：

𝑡 Τ𝛼 2
𝑛 − 2 = 2.069。由于t = 7.5344 > 2.069，

故拒绝𝐻0，即不良贷款与贷款余额之间存在着

显著的正相关关系。

检验：不良贷款与贷款余额之间的相关系数显著性（𝛼 = 0.05）



8.2 一元线性回归

一元线性回归模型

参数的最小二乘估计

回归直线的拟合优度

显著性检验



什么是回归分析

回归分析解决的问题

• 确定变量关系

从一组样本数据出发，确定变量之间的数
学关系式

• 统计检验

对这些关系式的可信程度进行各种统计检
验，并从影响某一特定变量的诸多变量中
找出哪些变量的影响显著，哪些不显著

• 预测

利用所求的关系式，根据一个或几个变量
的取值来预测或控制另一个特定变量的取
值，并给出这种预测或控制的精确程度



一元线性回归

定义

回归中只涉及一个自变量x，且因变量y与自变量x之间为线性关系的回归。

说明

• 自变量x：解释变量

• 因变量y：被解释变量

• 一元：一个解释变量x

• 线性：因变量y与自变量x之间呈现直线关系。



一元线性回归模型

基本假定

假定1：因变量y与自变量x之间具有线性关系。

假定2：在重复抽样中，自变量x的取值是固

定的，即假定x是非随机的。

假定3：误差项ε是一个期望值为0的随机变量，

即𝐸 𝜀 = 0。

假定4：对于所有的x值， ε的方差 𝝈𝟐 都相同。

假定5：误差项ε是一个服从正态分布的随机

变量，且相互独立，即ε~N 0，𝜎2 。

一元线性回归模型

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 + 𝜀
说明

• 𝑦由线性部分𝛽0 + 𝛽1𝑥和误差项𝜀构成

• 𝛽0 + 𝛽1𝑥：表示𝑥的变化引起𝑦的变化

• 𝜀：表示除了𝑥之外的所有随机因素对𝑦的影响

• 𝛽0和𝛽1：模型的参数

问题

• y与x之间是何种关系？确定性 vs不确定性

• 如何体现？



x=x3时的E(y)

x=x2时y的分布x=x1时y的分布

x=x2时的E(y)

x3

x2

x1

x=x1时的E(y)

0

x

y

x=x3时y的分布

0+ 1x



一元线性回归方程

回归方程的定义

描述因变量y的期望值如何依赖于自变量

x的方程。

一元线性回归方程（总体）

𝐸 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥

说明

• 方程图示为一条直线：总体回归线

• 𝛽0：总体回归线的截距

• 𝛽1：总体回归线的斜率

估计的回归方程（样本）

ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥

说明

• 总体回归参数𝛽0和𝛽1未知

• 样本回归参数 መ𝛽0和 መ𝛽1是对总体参数的估计

• መ𝛽0：样本回归线的截距

• 𝛽1：样本回归线的斜率



参数的最小二乘估计

参数估计方法：最小二乘法（Least Squares）

提出：卡尔·高斯（1777-1855）

目标函数

min
𝛽0,𝛽1

𝑄 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖
2 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − መ𝛽0 − መ𝛽1𝑥𝑖
2

原理

寻找最小化残差平方和的参数𝛽0, 𝛽1的取值。

几何含义

寻找所有的点到直线的距离平方和最小的直线。



参数的最小二乘估计：求解
目标函数：

min
𝛽0,𝛽1

𝑄 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖
2 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − መ𝛽0 − መ𝛽1𝑥𝑖
2

求解：

𝐹. 𝑂. 𝐶

𝜕𝑄

𝜕𝛽0
= −2෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ෠𝛽0 − ෠𝛽1𝑥𝑖 = 0

𝜕𝑄

𝜕𝛽1
= −2෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 𝑦𝑖 − ෠𝛽0 − ෠𝛽1𝑥𝑖 = 0

⇒

መ𝛽1 =
𝑛σ𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖𝑦𝑖 − σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 σ𝑖=1

𝑛 𝑦𝑖

𝑛σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2 − σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2

መ𝛽0 = ǉ𝑦 − መ𝛽1 ǉ𝑥



参数的最小二乘估计：例子

求解：不良贷款对贷款余额的回归方程

回归方程

ො𝑦 = −0.8295 + 0.03795𝑥

经济含义

贷款余额每增加1亿元，不良贷款平均增加

0.037895亿元。
不良贷款对贷款余额的回归直线
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൞
෠𝛽1 =

25 × 17080.14 − 3006.7 × 93.2

25 × 516543.37 − 3006.7 2
= 0.037895

෠𝛽0 = 3.728 − 0.037895 × 120.268 = −0.8295



回归直线的拟合优度：判定系数

方差分解：

判定系数𝑹𝟐：

෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ǉ𝑦 2 =෍

𝑖=1

𝑛

ො𝑦𝑖 − ǉ𝑦 2 +෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ො𝑦 2

总平方和
(SST)

{ 回归平方和
(SSR)

残差平方和
(SSE)

{ {
说明：

• R2 →1，说明回归方程拟合的越

• R2→0，说明回归方程拟合的越差

• 对于一元回归，判定系数等于相关系数

的平方，即R2＝r2



回归直线的拟合优度：判定系数的计算

例子：

计算不良贷款对贷款余额回归的判定系数，并解释其意义

经济含义：

在不良贷款取值的变动中，有71.16%是由贷款余额所决定的。

𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
=
222.4860

312.6504
= 0.7116 = 71.16%



回归直线的拟合优度：估计的标准误差

公式

作用：度量实际观测值𝑦𝑖与回归估计值 ො𝑦𝑖之间的差异程度。

例子：计算不良贷款对贷款余额回归的估计标准误差，并解释其意义

𝑠𝑒 =
𝑆𝑆𝐸

𝑛 − 2
=

𝑆𝑆𝑇 − 𝑆𝑆𝑅

𝑛 − 2
=

312.6504 − 222.4860

25 − 2
= 1.9799(亿元)

经济含义：根据贷款余额估计不良贷款时，估计值的平均误差是1.9799亿元。

𝑠𝑒 =
σ𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖

2

𝑛 − 2
=

𝑆𝑆𝐸

𝑛 − 2
= 𝑀𝑆𝐸



显著性检验
“显著性”的含义

某个(某些)自变量(系数)的影响是否显著不同于零。

目的：回归模型（系数）是否反映了自变量X和因变量Y之间的真实关系。

步骤
• 提出假设 𝐻0:系数等于零（原假设） 𝐻1:系数不等于零（备择假设）

• 以样本数据为基础，计算检验统计量(F统计量，或t统计量)

• 根据给定的显著性水平（如α=0.05），查表获得临界值，比较检验统计量与临界值的大小：

• 检验统计量>临界值，系数显著，拒绝𝐻0；

• 检验统计量<临界值,系数不显著，不能拒绝𝐻0 。

类型
• 线性关系检验（回归方程的整体显著性）：多个变量系数的显著性的联合检验，通常采用F检验。

• 回归系数检验（单个变量系数的显著性）：单个变量系数的显著性检验，通常采用t检验。



显著性检验：线性关系检验

含义

检验自变量x与因变量y之间的线性

关系是否显著（回归方程的整体显

著性检验）

实质

所有自变量X的系数是否同时为零

方式：F统计量

步骤

• 提出假设

𝐻0: 𝛽1 = 0 线性关系不显著

𝐻1: 𝛽1 ≠ 0 线性关系显著

• 计算检验统计量

𝐹 =
ൗ𝑆𝑆𝑅
1

ൗ𝑆𝑆𝐸
𝑛−2

=
𝑀𝑆𝑅

𝑀𝑆𝐸
~𝐹 1, 𝑛 − 2

• 确定显著性水平𝛼,并依据分子自由度1

和分母自由度n-2，查找临界值𝐹𝛼

• 做出统计决策

若𝐹 > 𝐹𝛼,拒绝𝐻0

若𝐹 < 𝐹𝛼,不能拒绝𝐻0



显著性检验：线性关系检验的例子
检验：不良贷款与贷款余额之间线性关系

• 提出假设

𝐻0: 𝛽1 = 0 线性关系不显著

𝐻1: 𝛽1 ≠ 0 线性关系显著

• 计算检验统计量

𝐹 =
ൗ𝑆𝑆𝑅
1

ൗ𝑆𝑆𝐸
𝑛−2

=
Τ222.48598
1

ൗ90.164421
25−2

= 56.753844

• 确定显著性水平𝛼 = 0.05,并依据分子自由度1和分母自由度n-2，查表知，临

界值𝐹𝛼 = 4.28

• 做出统计决策

统计量F大于临界值𝐹𝛼,拒绝𝐻0，不得不接受𝐻1，即不良贷款与贷款余额之间的线性关系显著



显著性检验：回归系数检验

含义

检验某个自变量x与因变量y的影响

是否显著（单个变量系数的显著性）

实质

某个自变量X的系数是否为零

方式：t统计量

说明：

在一元线性回归中，回归系数检验与线

性关系的检验等效：𝑡𝑛−2
2 = 𝐹1,𝑛−2

步骤

• 提出假设

𝐻0: 𝛽1 = 0 影响不显著

𝐻1: 𝛽1 ≠ 0 影响显著

• 计算检验统计量

t =
෡𝛽1

𝑠෡𝛽1

~𝑡 𝑛 − 2

• 确定显著性水平𝛼,并依据自由度，查

找临界值𝑡 Τ𝛼 2

• 做出统计决策

若 𝑡 > 𝑡 Τ𝛼 2,拒绝𝐻0

若 𝑡 < 𝑡 Τ𝛼 2,不能拒绝𝐻0



显著性检验：回归系数检验的例子

检验：贷款余额对不良贷款的影响是否显著

• 提出假设

𝐻0: 𝛽1 = 0 影响不显著

𝐻1: 𝛽1 ≠ 0 影响显著

• 计算检验统计量

t =
෡𝛽1

𝑠෡𝛽1

=
0.037895

0.005030
= 7.533515

• 确定显著性水平𝛼 = 0.05,并依据自由度23，查表知，临界值𝑡 Τ𝛼 2 = 2.201

• 做出统计决策

统计量t大于临界值𝑡 Τ𝛼 2,拒绝𝐻0，不得不接受𝐻1，即贷款余额对不良贷款的影响显著



回归模型的评价：“好”模型的四个标准

标准1：符合预期

• 含义：即回归系数符号与理论或事先预期一致。

• 例子：在不良贷款与贷款余额的回归中，我们预期：贷款余额越多，不良贷款也

可能会越多，即回归系数的值应该是正的。在回归方程中，贷款余额的回归系数

መ𝛽1 = 0.03795，符号为正，符合预期。

标准2：统计显著

• 含义：回归系数通过t检验和F检验。

• 例子：在不良贷款与贷款余额的回归中，二者之间为正的线性关系，而且，对回

归系数 መ𝛽1的t检验和F检验结果表明：不良贷款与贷款余额之间的线性关系是统计

上显著的。



回归模型的评价：“好”模型的四个标准
标准3：解释程度高

• 含义：模型具有较高的判定系数𝑅2。

• 例子：在不良贷款与贷款余额的回归中，判定系数R2=71.16%，解释了不良贷款变

差的2/3以上，说明模型的解释程度不错。

标准4：好的残差

• 含义：残差e接近，或者服从正态分布。

• 依据：𝜀~𝑁 0, 𝜎2 ,残差e是误差项ε的替代，也应服从正态分布

• 重要性：模型的F检验和t检验均依赖于残差的正态分布假设。若残差不服从正态分

布，则上述检验无效。

• 检验方法：直方图，JB统计量

• 补救措施：识别出未知的自变量，增大样本容量等



8.3 利用回归方程
进行预测

点估计

区间估计



利用回归方程进行预测
含义

预测（Predict），是指通过自变量x的取值来预测因变量y的取值。

例子
根据不良贷款y与贷款余额x的回归方程，给定一个贷款余额x的取值，就
可以得到一个不良贷款y的预测值。

类型
• 点估计：对于x的一个特定值𝑥0,根据回归方程得到y的一个估计值。

• y的平均值的点估计

• y的个别值的点估计

• 区间估计：对于x的一个特定值𝑥0,根据回归方程得到y的一个估计区间。

• y的平均值的置信区间估计

• y的个别值的预测区间估计



点估计：平均值 vs 个别值

平均值的点估计

• 含义

对于自变量x的一个给定值𝑥0,求因变量y

的平均值的一个估计值𝐸 𝑦0 。

• 说明：𝑥0为给定值，并非样本中的真实值

• 例子

给定贷款余额为100亿元时，估计所有分

行不良贷款的平均值，即：
𝐸 𝑦0 = −0.8295 + 0.037895 × 100 = 2.96 亿元

个别值的点估计

• 含义

对于自变量x的一个给定值𝑥0,求因变量y

的个别值的一个估计值 ො𝑦0。

• 说明：𝑥0为样本中的真实值

• 例子

给定某分行贷款余额为72.8亿元时，估计

该分行不良贷款的个别值，即：

ො𝑦0 = −0.8295 + 0.037895 × 72.8 = 1.93 亿元



区间估计：置信区间

含义

利用估计的回归方程，对于自变量x的

一个给定值𝑥0,求出因变量y的平均值的

估计区间，即为置信区间(confidence 

interval)。

• 说明：平均值→置信区间

• 公式

ො𝑦0 ± 𝑡 Τ𝛼 2𝑠𝑒
1

𝑛
+

𝑥0 − ҧ𝑥 2

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 − ҧ𝑥 2

例子

求解：当贷款余额为100亿元时，不良贷款95%

置信水平下的置信区间。

解：已知𝑛 = 25, ො𝑦0 = 2.96, 𝑠𝑒 = 1.9799

𝑡 Τ𝛼 2 25 − 2 = 2.069

置信区间：

2.96 ± 2.069 × 1.9799 ×
1

25
+

100 − 120.268 2

154933.5744

即 2.1141 ≤ 𝐸 𝑦0 ≤ 3.8059

含义：当贷款余额为100亿元时，不良贷款的

平均值在2.1141亿元到3.8059亿元之间



区间估计：预测区间

含义

利用估计的回归方程，对于自变量x的一

个给定值𝑥0,求出因变量y的个别值的估

计区间，即为预测区间(Prediction 

interval)。

• 说明：个别值→预测区间

• 公式

ො𝑦0 ± 𝑡 Τ𝛼 2𝑠𝑒 1 +
1

𝑛
+

𝑥0 − ҧ𝑥 2

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 − ҧ𝑥 2

例子

求解：当某分行的贷款余额为72.8亿元时，不

良贷款95%置信水平下的预测区间。

解：已知𝑛 = 25, ො𝑦0 = 1.93, 𝑠𝑒 = 1.9799

𝑡 Τ𝛼 2 25 − 2 = 2.069

预测区间：

1.93 ± 2.069 × 1.9799 × 1 +
1

25
+

72.8 − 120.268 2

154933.5744

即 −2.2766 ≤ ො𝑦0 ≤ 6.1366

含义：当某分行贷款余额为72.8亿元时，不良

贷款的预测值在-2.2766亿元到6.1366亿元之间



区间估计：置信区间 vs 预测区间



区间估计：置信区间 vs 预测区间

ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥

y

xҧ𝑥 𝑥0



8.4 残差分析

残差与残差图

标准化



残差与残差图

残差

利用因变量的观测值𝑦𝑖与根据估计

的回归方程求出的预测值 ො𝑦𝑖。

公式

𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖

含义

残差反映了用估计的回归方程去

预测而引起的误差。

残差图

• 残差与X的XY散点图

• 残差与 ො𝑦𝑖的XY散点图

• 标准化残差图

作用

用于判断误差𝜀的假定是否成立



残差图：形态与判别



标准化残差与残差图

标准化残差

残差除以它的标准差。

公式

𝑧𝑒𝑖 =
𝑒𝑖
𝑠𝑒
=
𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖
𝑠𝑒

Excel

𝑧𝑒𝑖 =
𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖

𝑠𝑒 1 −
1
𝑛
+

𝑥𝑖 − ҧ𝑥 2

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 − ҧ𝑥 2

标准化残差图

• 作用

用以直观地判断误差项服从正态分布

这一假定是否成立

• 原理

若误差项服从正态分布，则标准化残

差服从标准正态分布

• 含义

依据经验法则，在标准化残差图中，

大约有95%的标准化残差在-2到+2之间



残差图 vs 标准化残差图

不良贷款对贷款余额回归的残差图
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本章小结


