
Chpt 3: 多元线性回归模型 2##本章内容安排##

本章内容： 第三章 多元线性回归模型

◆ § 3.1  多元回归分析：估计问题

◆ § 3.2  多元回归分析：推断问题

◆ § 3.3  线性回归模型的矩阵表达
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本节内容： §3.1 多元回归分析：估计问题

➢ 3.1.1 三变量模型：符号与假定

➢ 3.1.2 对多元回归方程的解释

➢ 3.1.3 偏回归系数的含义

➢ 3.1.4 偏回归系数的OLS 与ML 估计

➢ 3.1.5 多元判定系数R2 与多元相关系数R

➢ 3.1.6 一个说明性例子

➢ 3.1.7 从多元回归的角度看简单回归：设定偏误初探

➢ 3.1.8 R2及调整R2

➢ 3.1.9 柯布-道格拉斯生产函数：函数形式再议

➢ 3.1.10 多项式回归模型

➢ 3.1.11 偏相关系数

章目录
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三变量模型
——符号与约定

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.1 

三变量模型：
符号与假定

⚫ 三变量的PRF为：

• ：截距项

• 表示所有未包含到模型中来的变量对Y的平均影响。

• 和 ：偏回归系数（partial regression coefficients）

• i：指第i次观测，当数据为时间序列时用t表示；

iiii uXXY +++= 33221 

1

iu

2 3

（式7.1.1）
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三变量模型
——CLRM假设

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.1 

三变量模型：
符号与假设

⚫ 假设1：线性回归模型

• 模型中参数必须线性，变量可以不是线性；

⚫ 假设2：X是固定的或独立于误差项

• 每个ui和每个X之间协方差为0

⚫ 假设3：干扰项ui的均值为零，即：

⚫ 假设4：同方差性或𝜇𝑖的方差相等

（式7.1.2）

（式7.1.3）

（式7.1.4）

（式7.1.5）

2 3cov( , ) cov( , ) 0, 1,2, ,i i i iX X i n = = =

0),|( 32 =iii XXuE

2)var( =iu
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三变量模型
——CLRM假设

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.1 

三变量模型：
符号与假设

⚫ 假设5：干扰项ui无序列相关

⚫ 假设6：观测次数n必须大于参数个数（3）

⚫ 假设7：X变量值必须存在变异

⚫ 假设8：X变量间不存在完全共线性：

⚫ 假设9：模型无设定偏误

（式7.1.4）

（式7.1.5）

（式7.1.6）

（式7.1.7）

0),cov( =ji uu ji 

（式7.1.8）
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对多元回归方程的解释

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.2 

对多元回归方
程的解释

⚫ 多元回归分析是以多个解释变量的固定值为条件的回
归分析。

⚫ 我们所获得的，是各个自变量X值固定时，Y的平均值
或Y的平均响应（mean response）。

（式7.1.1）

（式7.2.1）

iiii uXXY +++= 33221 

iiiii XXXXYE 3322132 ),|(  ++=
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偏回归系数
——含义

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.3 

偏回归系数的
含义

⚫ 偏回归系数的含义：

• 度量着在保持X3不变的情况下，X2每变化1个单位时，
Y的均值 的变化。换一句话说， 给出X2的单位
变化对Y均值的“直接”或“净”影响（净在不染有X3
的影响）。

• 则给出了X3的单位变化对Y均值 的“直接”或
“净”影响，净在不沾有X2的影响。

（式7.1.1）

（式7.2.1）

2
( )E Y

2

3 ( )E Y
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理解偏回归系数——儿童死亡率案例
——如何分离出PNGP对CM的“真实”或净影响呢？

➢ （一）多元回归模型的理解

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.3 

偏回归系数的
含义

章目录 节目录

2

2

CM 263.6416 0.0056PGNP 2.231FLR

. .     (11.5932)     (0.0019)         (0.2099)  

R 0.7077

R 0.6981

i i i

s e

= − −

=

=

儿童死亡率(CM)

Yi

人均国民收入(PGNP)

X2i

妇女识字率(FLR)

X3i
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§ 3.1.3 

偏回归系数的
含义

➢ （二）一元回归模型的理解

⚫ （1）死亡率对妇女识字率的回归

⚫ （2）人均国民收入对妇女识字率的回归

（式7.1.1）

（式7.2.1）

理解偏回归系数——儿童死亡率案例
——如何分离出PNGP对CM的“真实”或净影响呢？

章目录 节目录

1

2

CM 263.8635 2.3905FLR

. .     (12.2249)     (0.2133)        

r 0.6695

i i ie

s e

= − +

=

1 CM 263.8635 2.3905FLRi i ie = − +

2

2

PNGP 39.3033 28.1427FLR

. .     (734.9526)    (12.8211)            

r 0.0721

i i ie

s e

= − + +

=

2 PNGP 39.3033 28.1427FLRi i ie = + −
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§ 3.1.3 

偏回归系数的
含义

➢ 如何分离出X2对Y的“真实”或净影响呢？

⚫ （3）死亡率对人均国民收入的“净”回归

⚫ A.剔除FLR影响后的“净”CM

⚫ B.剔除FLR影响后的“净”PNGP

⚫ C.CM对PNGP的“净”回归——剔除了FLR影响

（式7.1.1）

（式7.2.1）

理解偏回归系数
——示例：儿童死亡率

章目录 节目录

1 2

2

ˆ 0.0056

. .   (0.0019)                r 0.1152

= −

=

i ie e

s e

1 CM 263.8635 2.3905FLRi i ie = − +

2 PNGP 39.3033 28.1427FLRi i ie = + −



Chpt 3: 多元线性回归模型 12§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

➢ 样本回归函数（SRF）

（式7.4.1）
(SRF)

（式7.1.1）
(PRF)

偏回归系数的OLS估计
——样本回归函数（SRF）

iiii uXXY +++= 33221 

2 2 3 3
ˆ ˆˆ

i i iy x x = +

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆŶ + X Xi i i  = +

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆY + X X +i i i ie  = +

2 3 1 2 2 3 3E( | ( , )i i i i iY X X X X  = + +

（式7.1.1）
(PRF_s)

（式7.4.1）
(SRF_s)
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§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

（式7.4.2）

（式7.4.3）

偏回归系数的OLS估计
——OLS方法和参数𝛽的OLS估计量 መ𝛽𝒊

2 2

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆmin ( )i i i ie Y X X  = − − − 

2

1 2 2 3 3

1

2

1 2 2 3 3 2

2

2

1 2 2 3 3 3

3

ˆ ˆ ˆ2 ( )( 1) 0
ˆ

ˆ ˆ ˆ2 ( )( ) 0
ˆ

ˆ ˆ ˆ2 ( )( ) 0
ˆ

i

i i i

i

i i i i

i

i i i i

e
Y X X

e
Y X X X

e
Y X X X

  


  


  



= − − − − =




= − − − − =



 = − − − − =
 










1 2 2 3 3

2

2 1 2 2 2 3 2 3

2

3 1 3 2 2 3 3 3

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

i i i i i i

i i i i i i

Y X X

Y X X X X X

Y X X X X X

  

  

  

 = + +


= + +


= + +

   

   
正规方程组

（式7.4.4）

（式7.4.5）

（式7.4.6）

（式7.4.7）

（式7.4.8）

章目录 节目录



Chpt 3: 多元线性回归模型 14§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

（式7.4.9）

偏回归系数的OLS估计
——OLS方法和参数 መ𝛽𝒊的OLS估计量

（式7.4.10）

（式7.4.11）

3321
ˆˆˆ XXY  −−=

2

2 3 3 2 3

2 2 2 2

2 3 2 3

( )( ) ( )( )
ˆ

( )( ) ( )

i i i i i i i

i i i i

y x x y x x x

x x x x


−
=

−

   
  

2

3 2 2 2 3

3 2 2 2

2 3 2 3

( )( ) ( )( )
ˆ

( )( ) ( )

i i i i i i i

i i i i

y x x y x x x

x x x x


−
=

−

   
  

OLS估计量 መ𝛽𝒊的特点：
• ①可以从方程（7.4.7）和（7.4.8）中的一个通过𝒙𝟐和𝒙𝟑
的对调而得到另一个，所以，它们本质上是对称的。
• ②两个方程的分母完全相同。
• ③三变量情形是双变量情形的自然而然的推广。

章目录 节目录



Chpt 3: 多元线性回归模型 15§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

( መ𝛽𝟏真实方差)

偏回归系数的OLS估计
——OLS估计量 መ𝛽𝟏的方差和标准误

1

2 2 2 2

2 3 3 2 2 3 2 32 2

ˆ 1 2 2 2

2 3 2 3

21ˆ= var( ) [ ]
( )

i i i i

i i i i

X x X x X X x x

n x x x x
  

+ −
= + 

−

  
  

1

2 2 2 2

2 3 3 2 2 3 2 3 2

ˆ 2 2 2

2 3 2 3

21
[ ]

( )

i i i i

i i i i

X x X x X X x x

n x x x x
 

+ −
= + 

−
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2 3 3 2 2 3 2 3 2

ˆ 2 2 2

2 3 2 3

21
ˆ[ ]

( )

i i i i

i i i i

X x X x X X x x
S

n x x x x


+ −
= + 

−

  
  

1

2 2 2 2

2 3 3 2 2 3 2 32 2

ˆ 2 2 2

2 3 2 3

21
ˆ=[ ]

( )

i i i i

i i i i

X x X x X X x x
S

n x x x x


+ −
+ 

−

  
  

( መ𝛽𝟏 真实标准差)

( መ𝛽𝟏样本方差)

( መ𝛽𝟏 样本标准差)
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§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

偏回归系数的OLS估计
——OLS估计量 መ𝛽𝟐的方差和标准误

2

2 2
32 2

ˆ 2 2 2 2 2 2

2 3 2 3 2 23

ˆ= var( ) =
( )( ) ( ) (1 )

i

i i i i i

x

x x x x x r


  =

− −


   

2

2 32

23 2 2

2 3

( )i i

i i

x x
r

x x
=
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( መ𝛽𝟐真实方差)

( መ𝛽𝟐 真实标准差)

2

2

ˆ 2 2 2

2 23

ˆ= var( )=
(1 )ix r


 

−

2

2 2
32 2

ˆ 2 2 2 2 2

2 3 2 3 2 23

ˆ
ˆ= =

( )( ) ( ) (1 )

i

i i i i i

x
S

x x x x x r




− −


   

2

2

ˆ 2 2

2 23

ˆ
=

(1 )i

S
x r



−

( መ𝛽𝟐样本方差)

( መ𝛽𝟐 样本标准差)
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§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

偏回归系数的OLS估计
——OLS估计量 መ𝛽𝟑的方差和标准误

2

2 2
22 2

ˆ 3 2 2 2 2 2

2 3 2 3 3 23

ˆ= var( ) =
( )( ) ( ) (1 )

i

i i i i i

x

x x x x x r
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− −


   

2

2 32

23 2 2
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i i
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r

x x
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( መ𝛽𝟑真实方差)

( መ𝛽𝟑 真实标准差)

3

2

ˆ 2 2 2

3 23

ˆ= var( )=
(1 )ix r


 

−
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ˆ
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S
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=
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S
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−

( መ𝛽𝟑样本方差)

( መ𝛽𝟑 样本标准差)
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⚫ 可以证明 ො𝜎2是𝜎2的无偏估计量：

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

（式7.4.9）

偏回归系数的OLS估计
——𝜎2的OLS估计量 ො𝜎2

（式7.4.10）

（式7.4.19）

2 2ˆ( ) ( )E E =

2 3 0i i i ie x e x= = 

2

2 2 3 3

2 2 3 3

2

2 2 3 3

( )

ˆ ˆ        ( )

        

ˆ ˆ        ( )

ˆ ˆ        

i i i

i i i i

i i

i i i i

i i i i i

e e e

e y x x

e y

y y x x

y y x y x

 

 

 

=

= − −

=

= − −

= − −

 







  

残差方差：因为在估计
σ𝑒𝑖

2之前，必须先估计
𝛽1 𝛽2和 𝛽3，损失3个自
由度(f.d.=n-3）。四变
量中(f.d.=n-3）

2

2
e

ˆ
3

i

n
 =

−


其中：

2
2

2

ˆ
n 3) n 3)





− −（ （
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➢ 偏回归系数的OLS估计量是最佳线性无偏估计(BLUE)

⚫ 如同双变量模型，它们也满足高斯-马尔可夫定理()

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

偏回归系数的OLS估计
——𝑂𝐿𝑆估计量的性质：偏回归系数 መ𝛽𝒌i是一个BLUE

章目录 节目录
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➢ 1.三变量回归面通过均值点( ത𝑌, ത𝑋2, ത𝑋3 )：

➢ 2.估计的 𝑌𝑖的均值（即
ഥ𝑌𝑖）等于真实𝑌𝑖的均值(即 ത𝑌):

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

偏回归系数的OLS估计
——𝑂𝐿𝑆估计量的性质

（式7.4.22）

33221
ˆˆˆ XXY  ++=

KK XXXY  ˆˆˆˆ
33221 ++++= 

三变量模型情况

k变量模型情况

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆY X X  = + +

1 2 2 3 3

2 2 3 3 2 2 3 3

2 2 2 3 3 3

2 2 3 3

ˆ ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ=( )

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ

i i i

i i

i i

i i

Y X X

Y X X X X

Y X X X X

Y x x

  

   

 

 

= + +

− − + +

= + − + −

= + +

( )2 2 3 3
ˆ ˆˆ1 1

ˆ

i i in Y n Y x x

Y Y

 = + +

=

 
2 30, 0i ix x= = 
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➢ 3.残差和等于0：

➢ 4.残差𝑒𝒊与𝑋2𝒊和𝑋3𝒊都不相关：

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

偏回归系数的OLS估计
——𝑂𝐿𝑆估计量的性质

e e 0i i= =
2

1 2 2 3 3

1

ˆ ˆ ˆ2 ( )( 1) 0
ˆ

i

i i i

e
Y X X  




= − − − − =




 正规方程之一

2 3 0i i i ie X e X= = 
2

1 2 2 3 3 2

2

ˆ ˆ ˆ2 ( )( ) 0
ˆ

i

i i i i

e
Y X X X  




= − − − − =






2

1 2 2 3 3 3

3

ˆ ˆ ˆ2 ( )( ) 0
ˆ

i

i i i i

e
Y X X X  




= − − − − =






正规方程之二

正规方程之三
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➢ 5.残差𝑒𝒊与 𝑌𝑖不相关：

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

偏回归系数的OLS估计
——𝑂𝐿𝑆估计量的性质

（式7.4.22）

ˆe 0i iY =

2 2 3 3

2 2 2 3 3 3

2 2 2 2 3 3 3 3

ˆ ˆˆ e

ˆ ˆ          ( ) ( )
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         0
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i i i i i i

y x e x e

X X e X X e

X e X e X e X e

 

 

   

= +

= − + −

= − + −
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ˆ ˆ ˆe e ( ) e 0i i i i i i iY y Y y Y e= + = + =   

2 2 3 3
ˆ ˆˆ

i i iy x x = + 已证明
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➢ 6.𝑣𝑎𝑟( መ𝛽2)和𝑣𝑎𝑟( መ𝛽3) 的关系：

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

偏回归系数的OLS估计
——𝑂𝐿𝑆估计量的性质

2

2
2

ˆ2 2 2

2 23

ˆvar( )
(1 )ix r


 = =

−

3

2
2

ˆ3 2 2

3 23

ˆvar( ) =
(1 )ix r


 =

−

23 1,r →
3 3
ˆ ˆ( ) ( )var var → →；

真值𝛽𝑖的估计将变得很困难！

章目录 节目录

a.给定σ𝑥𝑘𝑖
2和𝜎2 :

b.给定σ𝑥𝑘𝑖
2和𝒓23

2:

c.给定𝜎2和𝒓23
2:

𝑣𝑎𝑟( መ𝛽𝑖)与总体方差呈正比！

𝑣𝑎𝑟( መ𝛽𝑖)与σ𝑥𝑘𝑖
2呈反比！表明𝑋𝑘𝑖样本值

变化越大，真值𝛽𝑖的估计精度越高！
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⚫ 多元判定系数：在三变量（或者更多变量）的模型中，
衡量Y的变异由变量𝑋1𝑖 、𝑋2𝑖等联合解释的比重，记
作𝑹𝟐：

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.5 

多元判定系数𝑹𝟐

与多元相关系数R

多元判定系数𝑹𝟐与多元相关系数R
——平方和分解

（式7.5.1）

（式7.5.3）

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ

i i i iY X X e  = + + +

2 2 3 3
ˆ ˆ

ˆ

i i i i

i i

y x x e

y e

 = + +

= +

2 2 2

2 2

ˆ ˆ2

ˆ

i i i i i

i i

y y e y e

y e

= + +

= +

   

 

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆY X X  = + +

TSS = ESS + RSS
总离差平方和 回归平方和 残差平方和= +

2 2

2 2 3 3
ˆ ˆ

i i i i i ie y y x y x = − −   

ˆ ˆ
i i iY Y u= +

章目录 节目录
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⚫ 容易得到𝑹𝟐计算公式如下：

⚫ 𝑹𝟐越接近于1，我们说模型“拟合”优度越高。

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.5 

多元判定系数𝑹𝟐

与多元相关系数R

（式7.5.4）

（式7.5.5）

( )2 2 2

2 2 3 3
ˆ ˆˆ

i i i i i i iy y y y x y x = + − −    

 +== iiiii xyxyyESS 3322

2 ˆˆˆ 

2

2 2 3 32

2 2

ˆ ˆR
1- =1- =

i i i i i

i i

e y x y xESS SS
R

TSS TSS y y

 +
= =

  
 

2T iSS y=

多元判定系数𝑹𝟐与多元相关系数R
——𝑹𝟐计算公式

2 2 2

22 2

22 2

ˆ
ˆ:

i i

i i

x xESS
r

TSS y y




  
= = =    

  

 
 

比较 一元回归:

讨论：在一元回归中，r可正可负；但是，在多元回归中，R永远取正值。
实际上，R没有太大的意义，用途不大。？有意义的是R2

（讨论）

章目录 节目录



Chpt 3: 多元线性回归模型 26§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.6 

一个说明性例子

（式7.6.1）

（式7.6.3）

标准化变量回归的优势
——儿童死亡率与GNP和妇女识字率的关系

（讨论）

（式7.6.2）

章目录 节目录

提问1：怎么陈述结论？大白话说出来！
提问2：如果PGNP提高1美元，FLR同时也提高1%，CM怎么变化？

提问1：怎么陈述结论？大白话说出来！
提问2：标准化变量后的回归结果与没有标准化的回归结果一致么？
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➢ 错误拟合一个模型会导致严重后果：

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.7 
从多元回归来看
简单回归：设定
偏误初探

（式7.7.1）

（式7.7.2）

设定偏误初探
——例说：儿童死亡率与GNP和妇女识字率的关系

（讨论）

tttt uXXY +++= 33221 

1 12 2 1t t tY b b X u= + +

（式7.7.3）

如果你认定某个特殊的回归模型是“正确”模型，就不要从中略去一个或
多个变量，而把它加以修改。
如果你忽视这条原则，你就会得到有偏误的参数估计。不仅如此，你还可
能低估了真实的方差𝜎2并因而低估了回归系数的估计标准误。

章目录 节目录

“真实”多元回归

“误设”一元回归1

“误设”一元回归2
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➢ 𝑹𝟐与变量𝑋𝑘𝑖 的数量(k-1)有关：

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.8 

𝑹𝟐与调整𝑹𝟐

（式7.8.1）

（分母部分）

𝑹𝟐与调整𝑹𝟐(𝑹𝟐)
——更高的𝑹𝟐：请谨慎看待！

（ R2变化）

（分子部分）

2

2 2 3 32

2 2

ˆ ˆR
1- =1- =

i i i i i

i i

e y x y xESS SS
R

TSS TSS y y

 +
= =

  
 

2 2X ( )ki i iy Y Y⎯⎯⎯→ = − 变量数无关

2 2

2 2 3 3
ˆ ˆXki i i i i i ie y y x y x ⎯⎯⎯→ = − −   变量数有关

2 2 2X ; Rki i ie y⎯⎯⎯→  ⎯⎯→  变量数有关 使得不变

启示：模型选择时，较高的𝑹𝟐可能来自解释变量个数的增加，并不
能说明模型就一定更好。

章目录 节目录
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➢ 调整𝑹𝟐为校正（adjusted 𝑹𝟐）： 利用相应的自由
度对平方和进行校正。

• k:三变量回归(二元回归)为3；

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.8 

𝑹𝟐与调整𝑹𝟐

（式7.8.2）

（式7.8.3）

𝑹𝟐与调整𝑹𝟐(𝑹𝟐)
——计算公式及变换形式

（讨论）

（式7.8.4）

2

2

2

e / ( )
1

/ ( 1)

i

i

n k
R

y n

−
= −

−




2

2

2

2

e
ˆ =

( )
    

1

i

Y

n k

Y Y
S

n


−

−
=

−





2
2

2

2 2

ˆ
1  

1
1 (1 )

Y

R
S

n
R R

n k


= −

−
= − −

−

残差方差

Y样本方差

(1)如果k=1,则𝑹𝟐=𝑹𝟐；(2)如果k>1,则𝑹𝟐>𝑹𝟐。表明随着变量数的增多，

𝑹𝟐相对要增大慢一些；(3)𝑹𝟐 ≥ 𝟎，但𝑹𝟐可以小于0，此时可以处理为

𝑹𝟐 = 𝟎；(4)不能单凭最高的𝑹𝟐之值来选择模型，可参考的标准还可以有
AIC、APC等。

章目录 节目录



Chpt 3: 多元线性回归模型 30§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.8 

𝑹𝟐与调整𝑹𝟐

（式7.8.8）

𝑹𝟐与调整𝑹𝟐(𝑹𝟐)
——模型选择标准的比较案例1：美国咖啡消费量与价格

（式7.8.9）

线性模型：

Y和n必须一样

章目录 节目录

讨论1：两个模型可以进行拟合优度比较的基础或前提是什么？（讨论）
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§ 3.1.8 

𝑹𝟐与调整𝑹𝟐
𝑹𝟐与调整𝑹𝟐(𝑹𝟐)

——模型选择标准的案例2：儿童死亡率案例

（讨论）

章目录 节目录

讨论2：𝑹𝟐可以在不同回归元之间进行分配吗？

（二元回归）

（一元回归）

不可以。
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§ 3.1.9 

函数形式再议：
C-D 生产函数

（式7.9.1）

函数形式再议
——柯布-道格拉斯生产函数

（讨论）

（式7.9.2）

章目录 节目录

展示数据表7-3
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⚫ 多项式回归模型(polynomial regression models)

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.10 

函数形式再议：
多项式回归

（式7.10.1）

函数形式再议
——多项式回归

（式7.10.2）

2

1 2 3

2

1 2 3

2

1 2 3

1 2 2 3 3

 

ˆ ˆ ˆˆ

i i i i

k

i i i k i i

i i i

Y X X

Y X X u

Y X X X u

Y X X

  

  

   

  

= + +

= + + +

= + + + + +

= + +
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（式7.10.3）

（讨论） 思考1：上述模型是线性回归模型
吗？
思考2：X与X的诸多幂函数之间是

高度相关的吗？有没有违背自变量
无多重共线性的CLRM假设？

思考1：是线性回归

思考2：不相关；

没有违背无多重共线性的假设



Chpt 3: 多元线性回归模型 34§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.10 

多项式回归
模型

多项式回归模型
——一个说明案例：估计总成本函数

2 3

1 2 3 4

1 2 2 3 3 4 4

+

ˆ ˆ ˆ ˆˆ

   

   

= + + +

= + + +

i i i i i

i i i i

Y X X X u

Y X X X

章目录 节目录
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➢ 偏相关系数（partial correlation coefficient）：

若变量1为Y，变量2为X2i，变量3为X3i，则偏相关系数
的含义如下：

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.11 

偏相关系数

（式7.11.2）

（式7.11.3）

（式7.11.1）

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆˆ

i i iY X X  = + +

偏相关系数
——比较1：简单相关系数和偏相关系数

12 13 23
12 3

2 2

13 23(1 )(1 )

r r r
r

r r


−
=

− −

23 12 13
231

2 2

12 13(1 )(1 )

r r r
r

r r


−
=

− −

13 12 23
13.2

2 2

12 23(1 )(1 )

r r r
r

r r

−
=

− −

⚫ 保持𝑋3𝑖 不变，Y与
𝑋2𝑖 之间的相关系数：

⚫ 保持𝑋2𝑖 不变，Y与
𝑋3𝑖 之间的相关系数：

⚫ 保持Y不变，𝑋2𝑖与
𝑋3𝑖 之间的相关系数：

（SRF）
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➢ 简单相关系数(simple correlationcoefficients)

⚫ Y与𝑋2𝑖之间的相关系数：

⚫ Y与𝑋3𝑖之间的相关系数：

⚫ 𝑋2𝑖与𝑋3𝑖之间的相关系数：

§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.11 

偏相关系数
偏相关系数

——比较2：简单相关系数和偏相关系数

（SRF）




=

2

2

2

2

12

ii

ii

xy

xy
r




=

2

3

2

3

13

ii

ii

xy

xy
r




=

2

3

2

2

32

23

ii

ii

xx

xx
r

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆˆ

i i iY X X  = + +
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Chpt 3: 多元线性回归模型 37§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.11 

偏相关系数
偏相关系数

——比较3：几点说明

12 12 3

12 13 23 12 3

13 23 12 3

12 3 12

2

13 23 12

3 2 3

.  0,

2.  0,

3.        

4.  0 1

.   0 0

r r

r r r r

r r r

r r

r

r r r Y

X X X Y

X









=

=

= = =

1 不一定为零。

如果 和 均不为零且符号相同，则

为负；如果 和 异号，则 为正。

和 不一定同号。

在双变情形中， 落在 和 之间。偏相关系

数的平方也有同样的性质。

5 并不意味着 。也就是说，

与 不相关，同时 与 不相关，但并不意味着

与 2不相关。
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本节内容： §3.2 多元回归分析：推断问题

➢ 3.2.1 再议正态性假定

➢ 3.2.2 多元回归中的假设检验：总评

➢ 3.2.3 检验关于个别偏回归系数的假设

➢ 3.2.4 检验样本回归的总显著性

➢ 3.2.5 检验两个回归系数是否相等*

➢ 3.2.6 受约束的最小二乘法：检验线性等式约束条件

➢ 3.2.7 检验回归模型的结构或参数稳定性*

➢ 3.2.8 用多元回归做预测*

章目录
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正态性假设
——目的：区间估计和统计推断

⚫ 如果回归分析的目的仅在于对回归模型的参数作点估
计，则OLS法就足够了，并不需要对干扰项 𝜇𝑖的概率
分布作任何假定。(OLS估计量是BLUE)

⚫ 如果我们的目的还在于区间估计和统计推断，那么，
我们还需要假定𝜇𝑖遵循某个概率分布。

• 假设：

• 那么：

§ 3.2.1 

再议正态性
假设

§3.2 多元回归分析：估计问题

2~ (0, )iu N 

1

2

13

2

ˆ1 1

2

ˆ2 2

2

ˆ3 3

ˆ ~ ( , )

ˆ ~ ( , )

ˆ ~ ( , )

N

N

N







  

  

  

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆˆ

i i iY X X  = + +（SRF）
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Chpt 3: 多元线性回归模型 40§3.2 多元回归分析：估计问题

§ 3.2.1 

再议正态性
假设

正态性假设
——回顾：方差、样本方差、样本标准误

（式7.4.9）

（式7.4.10）

（式7.4.11）

1

2 2 2 2

2 3 3 2 2 3 2 32 2

ˆ 1 2 2 2

2 3 2 3

21ˆ= var( ) [ ]
( )

i i i i

i i i i

X x X x X X x x

n x x x x
  

+ −
= + 

−

  
  

2

2 2
32 2

ˆ 2 2 2 2 2 2

2 3 2 3 2 23

ˆ= var( ) =
( )( ) ( ) (1 )

i

i i i i i

x

x x x x x r


  =

− −


   

2

2 32

23 2 2

2 3

( )i i

i i

x x
r

x x
=

 

简单相关系数：

3

2 2
22 2

ˆ 3 2 2 2 2 2

2 3 2 3 3 23

ˆ= var( ) =
( )( ) ( ) (1 )

i

i i i i i

x

x x x x x r


  =

− −
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Chpt 3: 多元线性回归模型 41§3.1 多元回归分析：估计问题

§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

( መ𝛽𝟏真实方差)

正态性假设
——回顾： መ𝛽𝟏的方差、样本方差、样本标准差

1

2 2 2 2

2 3 3 2 2 3 2 32 2

ˆ 1 2 2 2

2 3 2 3

21ˆ= var( ) [ ]
( )

i i i i

i i i i

X x X x X X x x

n x x x x
  

+ −
= + 

−

  
  

1

2 2 2 2

2 3 3 2 2 3 2 3 2

ˆ 2 2 2

2 3 2 3

21
[ ]

( )

i i i i

i i i i

X x X x X X x x

n x x x x
 

+ −
= + 

−
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1

2 2 2 2

2 3 3 2 2 3 2 3 2

ˆ 2 2 2

2 3 2 3

21
ˆ[ ]

( )

i i i i

i i i i

X x X x X X x x
S

n x x x x


+ −
= + 

−

  
  

1

2 2 2 2

2 3 3 2 2 3 2 32 2

ˆ 2 2 2

2 3 2 3

21
ˆ=[ ]

( )

i i i i

i i i i

X x X x X X x x
S

n x x x x


+ −
+ 

−

  
  

( መ𝛽𝟏 真实标准差)

( መ𝛽𝟏样本方差)

( መ𝛽𝟏 样本标准差)
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§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

正态性假设
——回顾： መ𝛽𝟐的方差、样本方差、样本标准差

2

2 2
32 2

ˆ 2 2 2 2 2 2

2 3 2 3 2 23

ˆ= var( ) =
( )( ) ( ) (1 )

i

i i i i i

x

x x x x x r


  =

− −


   

2

2 32

23 2 2

2 3

( )i i

i i

x x
r

x x
=
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( መ𝛽𝟐真实方差)

( መ𝛽𝟐 真实标准差)

2

2

ˆ 2 2 2

2 23

ˆ= var( )=
(1 )ix r


 

−

2

2 2
32 2

ˆ 2 2 2 2 2

2 3 2 3 2 23

ˆ
ˆ= =

( )( ) ( ) (1 )

i

i i i i i

x
S

x x x x x r




− −


   

2

2

ˆ 2 2

2 23

ˆ
=

(1 )i

S
x r



−

( መ𝛽𝟐样本方差)

( መ𝛽𝟐 样本标准差)
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§ 3.1.4 

偏回归系数的
OLS估计

正态性假设
——回顾： መ𝛽𝟑的方差、样本方差、样本标准差

2

2 2
22 2

ˆ 3 2 2 2 2 2

2 3 2 3 3 23

ˆ= var( ) =
( )( ) ( ) (1 )

i

i i i i i

x

x x x x x r


  =

− −


   

2

2 32

23 2 2

2 3

( )i i

i i

x x
r

x x
=
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( መ𝛽𝟑真实方差)

( መ𝛽𝟑 真实标准差)

3

2

ˆ 2 2 2

3 23

ˆ= var( )=
(1 )ix r


 

−

3

2 2
22 2

ˆ 2 2 2 2 2

2 3 2 3 3 23

ˆ
ˆ= =

( )( ) ( ) (1 )

i

i i i i i

x
S

x x x x x r




− −


   

3

2

ˆ 2 2

3 23

ˆ
=

(1 )i

S
x r



−

( መ𝛽𝟑样本方差)

( መ𝛽𝟑 样本标准差)
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正态性假设
——原理：构造t统计量

⚫ ො𝜎2是𝜎2的无偏估计量：

⚫ 那么，我们可以根据如下t分布，进行区间估计和假
设检验：

§ 3.2.1 

再议正态性
假设

§3.2 多元回归分析：估计问题

1 1
1

1

ˆ
~ ( 3)

ˆ( )
t t n

se

 



−
= −

2 2
2

2

ˆ
~ ( 3)

ˆ( )
t t n

se

 



−
= −

3 3
3

3

ˆ
~ ( 3)

ˆ( )
t t n

se

 



−
= −

2 2ˆ( ) ( )E E =

( )
2

2 2

2 2 3 3

e 1 ˆ ˆˆ =
3 3

i

i i i i iy y x y x
n n

  = − −
− −


  

2
2

2

ˆ
n 3) ~ n 3)





− −（ （
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正态性假设目的
——示例：儿童死亡率与GNP和妇女识字率

⚫ 所观察到这些结论的统计显著性如何?

• 比如：考虑PGNP 的系数- 0.0056。 这个系数是统计
显著的吗? 即它统计显著地异于零吗?

• 类似地，FLR 的系数-2.2316 是统计显著的吗? 这个
系数都是统计显著的吗?

§ 3.2.1 

再议正态性
假设

§3.2 多元回归分析：估计问题

（式8.1.4）

（思考）

2 3 1 2 2 3 3( | , ) i iE Y X X X X  = + +

章目录 节目录
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多元回归中的假设检验
——一个概览

⚫ 检验关于个别偏回归系数的假设(§ 3.2.3 )

⚫ 检验所估计的多元回归模型的总体显著性，也就是要
判别是否全部偏斜率系数同时为零(§ 3.2.4 )

⚫ 检验两个或多个系数是否相等(§ 3.2.5 ) 

⚫ 检验偏回归系数是否满足某种约束条件(§ 3.2.6 ) 

⚫ 检验所估计的回归模型在时间上或在不同横截面单元
上的稳定性(§ 3.2.7 ) 。

⚫ 检验回归模型的函数形式(§ 3.2.8 ) 

§ 3.2.2 

多元回归中的假
设检验: 总评

§3.2 多元回归分析：估计问题 章目录 节目录
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检验关于个别偏回归系数的假设
——单个𝛽𝑖的t假设检验

➢ 以𝛽2的t假设检验为例：

⚫ 构造原假设和备择假设：

⚫ 计算 1 − 𝛼 100%：

⚫ 进行显著性检验：

• 如果计算的𝑡2值超过选定显著性水平的临界t值就可以
拒绝H0；否则就不拒绝它。

➢ 示例说明：儿童死亡率与GNP和妇女识字率𝛽2的t假设检验

⚫ 双尾：

⚫ 单尾：

§ 3.2.3 

检验关于个别偏
回归系数的假设

§3.2 多元回归分析：估计问题

0 2 1 2: 0 : 0H H = ；

2 /2 2 2 2 /2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )t se t se     −   +

* 2 2
2

2

ˆ 0.0056
2.8187

ˆ 0.002( )
t

se

 



− −
= = = −

0.05
2 2

-k (61) 2.0t t = =（n ）

1- 0.95-k (61) 1.671t t = =（n ）
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检验样本回归的总体显著性
——假设的提出（联合假设）

➢ 估计回归线的总显著性(overall significance)检验:

⚫ 含义：检验Y是否与 𝑋1𝑖和𝑋2𝑖两者有线性关系。

⚫ 假设的提出：

• 虚拟假设是关于𝛽1和𝛽2联合地或同时地等于零的一个
联合假设（joint hypothesis）

⚫ 注意区别于单个偏相关系数的t检验：

• 单个偏回归系数t检验时，我们暗含地假定，每一个显
著性检验都是根据一个不同的（独立的）样本进行的。

• 也就是说，我们暗含地假定，在假设H0: 𝛽2 = 0下检验
显著性的样本，不同于在假设H0: 𝛽3 = 0下检验显著性
的样本。

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题

0 2 3 1 2 3: 0 : ,H H   = = ； 不全为零
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检验样本回归的总体显著性
——理论根源：方差分析(ANOVA)

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题

（式7.5.3）

2 2 2

2 2

ˆ ˆ2

ˆ

i i i i i

i i

y y e y e

y e

= + +

= +

   

 
TSS = ESS + RSS

总离差平方和 总离差平方和 总离差平方和= +

2 2

2 2 3 3
ˆ ˆ

i i i i i ie y y x y x = − −   

变异来源 SS df MSS

来自回归

（ESS）
2

来自残差

（RSS） n-3

总计

(TSS)
n-1

2 2 3 3
ˆ ˆ

i i i iy x y x + 
2

ˆˆ
3322 + iiii xyxy 

2

2ˆ
3

ie

n
 =

−

2

ie

2yi

（Table 8-2）
（ANOVA）
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检验样本回归的总体显著性
——原理：构建适合检验的F统计量

⚫ 可以证明，在原假设H0下，可得如下F统计量：

⚫ 又因为：

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题

2 2 3 3* ESS

2

RSS

ˆ ˆ( y ) 2
~F(2,n-3)

e ( 3)

i i i iESS

RSS i

y x xMSS ESS df
F

MSS RSS df n

 +
= = =

−

 


2

2 2
e

ˆ( )
3

i
E E

n
 = =

−



23322

2

)ˆˆ(



=

+  iiii xyxyE

),0(~ 2Nui

2

0 2 3

~ (0, )

H 0

iu N 

 = =：

原理：如果原假设H0是真实的，（8.4.4）和（8.4.5）都将对真实
𝜎2给出同样的估计。即，𝑋1𝑖 和𝑋2𝑖对Y的联合影响和随机影响 毫
无区别。如果虚拟假设谬误，即𝑋1𝑖 和𝑋2𝑖确实影响Y，则不能在
（8.4.4）和（8.4.5）之间划等号。这时，在适当考虑自由度之后，
ESS要相对大于RSS。

（式8.4.4）

（式8.4.5）

（式8.4.3）
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检验样本回归的总体显著性
——示例：联合假设H0: 𝛽2 = 𝛽3 = 0的F检验

⚫ （8.4.3）的F*值对真实斜率系数同时为零的这一虚
拟假设，提供了一种检验。

⚫ 在显著水平𝛼下，如果𝑭∗ > 𝐹𝛼，则拒绝H0；否则就
不能拒绝H0。

➢ 示例：

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题

2 2 3 3* ESS

2

RSS

ˆ ˆ( y ) 2
F(2,n-3)

e ( 3)

i i i iESS

RSS i

y x xMSS ESS df
F

MSS RSS df n

 +
= = =

−

 


（式8.4.3）

0.95F -k F 3.15 = =（k-1,n ） （2,60）
*

2

128681.2
73.8325

1742.88

ESS

RSS

MSS
F

MSS
= = =（2,60)

（Table 8-3）
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检验样本回归的总体显著性
——多元扩展：k变量回归模型的F检验

⚫ 给定k变量回归模型：

⚫ 设计研究假设为：

⚫ 样本数据的F统计量为：

⚫ 假设检验的判断：

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题

（式8.4.7）

iikkiii uXXXY +++++=  33221

0 2 3 1 2 3: = 0 : ,k kH H     = =…= ； ,..., 不全为零

R

( 1)
F( 1, )

( )

ESS

SS

MSSESS df ESS k
F k n k

RSS df RSS n k MSS

−
= = = − −

−

F>F -k H 0如果， （k-1,n ）,则拒绝

（式8.4.9）

章目录 节目录



Chpt 3: 多元线性回归模型 53

检验样本回归的总体显著性
——多元扩展：F与R2的联系(F的快捷计算公式)

⚫ 由此可见，F检验既是所估计回归的总显著性的一个度量，
也是𝑹𝟐的一个显著性检验。换句话说，检验虚拟假设（式
8.4.9）等价于检验总体𝑹𝟐 = 𝟎 的虚拟假设。

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题

（式8.4.3）

2

2

2

2

2 2 2

( )
    

( 1)

     
1 1 1 ( )

     

( 1)

(1

1 1

     

0, 0

)

; ;

( )

1,

n k ESS
F

k RSS

n k ESS n k ESS TSS

k TSS ESS k ESS TSS

n k R

k R

R F R

k

n

F

R

k

R

R

F

−
=

−

− −
=  = 

− − − −

−
= 

−

− −

=

= =

−

 =

−

 = 则
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检验样本回归的总体显著性
——多元扩展：F与R2的联系(R2表示的ANOVA)

⚫ F的计算将只需要𝑹𝟐和自由度！

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题

（Table 8-4）

变异来源 SS df MSS

来自回归

（ESS）
k-1

来自残差

（RSS） n-k

总计

(TSS)
n-12yi

)(
22  iyR

))(1(
22 − iyR 2 2(1 )( ) ( )iR y n k− −

2 2( ) (k-1)iR y

表8.4   由𝑹𝟐表示的ANOVA表
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案例：儿童死亡率
（讨论F检验）
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检验样本回归的总体显著性
——多元扩展：何时增加或减少一个解释变量？理论

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题 章目录 节目录

（知识回顾） 讨论2：𝑹𝟐可以在不同回归元之间进行分配吗？

案例2：儿童死亡率案例

思考：
那么我们能不能知道引入一个新变量对于模型的“边际贡献”呢？

一个思路：
①先单独分析PGNP(X2)对CM的影响。
②再进一步引入新的解释变量FLR(X3)。
③观察ANOVA，进行增量贡献分析。

调整𝒓𝟐=0.1528
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检验样本回归的总体显著性
——多元扩展：何时增加或减少一个解释变量？理论

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题 章目录 节目录

new old2

4 new

(ESS ESS )Q df

Q df ( )
F

RSS n

−
= =

−

新增回归元个数

新模型中的参数个数

2 2

new

2

new

(R R )

(1 R ) ( )

oldF
n

−
=

− −

新增回归元个数

新模型中的参数个数
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检验样本回归的总体显著性
——多元扩展：何时增加或减少一个解释变量？案例

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题 章目录 节目录

old模型

new模型
*

new

128681.2
= 73.8325

1742.88
F =

* 60449.5
= 12.3598

4890.78
oldF =
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检验样本回归的总体显著性
——多元扩展：何时增加或减少一个解释变量？案例

§ 3.2.4 
检验样本回归
的总显著性

§3.2 多元回归分析：估计问题 章目录 节目录

old模型

new模型

启示——引入新变量的指导准则：
1.模型的比较与选择应该是基于“因变量相同，而解释变量不同”。
2.如果新增变量的系数的t值的绝对值大于1，则调整R2会增大。

new模型
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检验两个回归系数是否相等
——自学：本课程不要求掌握！

§ 3.2.5 

检验两个回归系
数是否相等

§3.2 多元回归分析：估计问题 章目录 节目录
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受约束的最小二乘法:检验线性等式约束条件
——什么是线性等式约束条件？

➢ 线性等式约束条件：

⚫ 根据已有的经济理论，某一回归模型中的系数需满足
一些线性等式约束条件。

⚫ 柯布道格拉斯生产函数(the Cobb-Douglas production 

function):

– 其中：Y—产出, 𝑋2𝑖—劳动投入,𝑋3𝑖—资本投入。

⚫ 其对数线性模型为：

– 其中：

• 假设所描述的生产是规模报酬不变，由经济理论可知：

§3.2 多元回归分析：估计问题

32

1 2 3
iu

i i iY X X e
=

0 2 2 3 3ln ln lni i i iY X X u  = + + +

0 1ln =

132 =+  ——线性等式约束条件

（式8.6.1）

（式8.6.2）

（式8.6.3）

§ 3.2.6 
受约束的
最小二乘法(RLS)

章目录 节目录
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⚫ 如何检验生产是规模报酬不变？也即如何检验：

➢ 方法一：t检验 (静观后效法, post mortem examination）

⚫ 先做无约束的或无限制的回归（unrestricted or 

unconstrained  regression）:

⚫ 构建t统计量：

⚫ 在虚拟假设 下，有：

§ 3.2.6 
受约束的
最小二乘法(RLS)

§3.2 多元回归分析：估计问题

132 =+ 

（式8.6.4）

受约束的最小二乘法:检验线性等式约束条件
——线性等式约束的检验：t检验

0 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆln ln ln ei i i iY X X  = + + +

2 3 2 3

2 3

ˆ ˆ( ) ( )
t( )

ˆ ˆ( )
t n k

se

   

 

+ − +
= −

+

1: 320 =+ H

* 2 3 2 3

2 3 2 3 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) var( ) var( ) 2cov( )
t

se

   

     

+ − + −
= =

+ + +

如果 𝒕∗ > 𝒕𝜶 𝒏 − 𝒌 ， 拒绝H0，即规模报酬可变；
如果𝒕∗ < 𝒕𝜶 𝒏 − 𝒌 ，则不拒绝H0（即规模报酬不变）。
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➢ 方法二：F检验

⚫ 受约束的最小二乘法（restricted least squares ,RLS）

• A.直接带入约束条件：

• B.得到转换后的柯布道格拉斯生产函数：

§ 3.2.6 
受约束的
最小二乘法(RLS)

§3.2 多元回归分析：估计问题

（式8.6.7）

受约束的最小二乘法:检验线性等式约束条件
——线性等式约束的检验：F检验(1/3)

2 3

3 2

1

: 1

 

 

= −

= −或

0 2 2 3 3ln ln lni i i iY X X u  = + + +（式8.6.2）

132 =+  ——线性等式约束条件（式8.6.3）

2 0 3 3 2

2 0 3 3 2

   (ln ln ) (ln ln )

:   ln( ) ln( )

i i i i i

i i i i i

Y X X X u

Y X X X u

 

 

− = + − +

= + +或

0 3 2 3 3

0 2 3 3 2

ln (1 ) ln ln

      ln (ln ln )

i i i i

i i i i

Y X X u

X X X u

  

 

= + − + +

= + + − +

（式8.6.5）

（式8.6.6）

（式8.6.8）
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⚫ 如何检验生产是规模报酬不变？也即如何检验：

⚫ RLS下F检验步骤如下：

– 得到：

§ 3.2.6 
受约束的
最小二乘法(RLS)

§3.2 多元回归分析：估计问题

（式8.6.9）

受约束的最小二乘法:检验线性等式约束条件
——线性等式约束的检验：F检验(2/3)

（Unrestricted model）

132 =+ 

2

R

2

U

R

e RSS

e RSS

=

=





无约束回归的

受约束回归的

0 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆln ln ln ei i i iY X X  = + + +

2 0 3 3 2
ˆ ˆ(ln ln ) (ln ln ) ei i i i iY X X X − = + − + 2 31 = −约束条件：

    无约束条件    

（Restricted model）

2 2

R*

2

R

( )( )
F(m, n-k)

( ) ( )

R UR UR

UR U

e e mRSS RSS m
F

RSS n k e n k

−−
= =

− −

 


m—线性约束个数（本例中是1）
k—无约束回归中的参数个数
n—观测次数

如果 𝑭∗ > 𝑭𝜶 𝒎,𝒏 − 𝒌 ， 拒绝H0，即规模报酬可变；
如果𝑭∗ < 𝑭𝜶 𝒎,𝒏 − 𝒌 ，则不拒绝H0（即规模报酬不变）。
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⚫ F统计量公式也可用𝑹𝟐表示：

§ 3.2.6 
受约束的
最小二乘法(RLS)

§3.2 多元回归分析：估计问题

受约束的最小二乘法:检验线性等式约束条件
——线性等式约束的检验：F检验(3/3)

（式8.6.10）

2 2

2

( )

(1 ) ( )

UR R

UR

R R m
F

R n k

−
=

− −

2

R

2

R

UR RSS

R RSS

=

=

无约束回归的

约束回归的

m—线性约束个数（本例中是1）

k—无约束回归中的参数个数

n—观测次数
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§ 3.2.6 
受约束的
最小二乘法(RLS)

§3.2 多元回归分析：估计问题

受约束的最小二乘法:检验线性等式约束条件
——实例说明：墨西哥经济的柯布道格拉斯生产函数

（式8.6.10）

𝑭𝜶 𝒎,𝒏 − 𝒌
= 𝑭𝟎.𝟎𝟓 𝟏, 𝟏𝟕 =4.451322
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检验回归模型的结构或稳定性: 邹至庄检验
——自学：本课程不要求掌握！

§ 3.2.7

检验回归模型的
结构或稳定性

§3.2 多元回归分析：估计问题 章目录 节目录



Chpt 3: 多元线性回归模型 67

用多元回归做预测
——自学：本课程不要求掌握！

§ 3.2.8
用多元回归
做预测

§3.2 多元回归分析：估计问题 章目录 节目录
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本节内容： §3.3 线性回归模型的矩阵表达

➢ 3.3.1 k变量线性回归模型

➢ 3.3.2 经典线性回归模型假定的矩阵表述

➢ 3.3.3 OLS 估计

➢ 3.3.4 用矩阵表示的判定系数R2

➢ 3.3.5 相关矩阵

➢ 3.3.6 对单个回归系数进行假设检验的矩阵表述

➢ 3.3.7 检验回归的总显著性:方差分析的矩阵表述

➢ 3.3.8 检验线性约束:用矩阵表示的一般F检验法*

➢ 3.3.9 用多元回归做预测:矩阵表述

➢ 3.3.10 矩阵方法总结：一个说明性例子

章目录
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k变量线性回归模型
——原始方程

⚫ k变量总体回归模型(PRF)：

⚫ 其n个联立方程组为：

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.1 

k变量线性
回归模型

（式C.1.1）

（式C.1.2）

章目录 节目录
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⚫ k变量总体回归模型矩阵表达为：

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.1 

k变量线性
回归模型

y = Xβ+ u

（式C.1.4）

（式C.1.3）

（式C.1.5）

k变量线性回归模型
——矩阵表达

章目录 节目录

我们将用小写粗体字母表示向量，用大写粗体字母表示矩阵
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⚫ 根据表2-4，一元回归分析中：

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.1 

k变量线性
回归模型

（式C.1.6）

k变量线性回归模型
——矩阵表达示例：双变量消费一收入模型
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经典线性回归模型假设的矩阵表达
——相关假设

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.2 

经典线性回归模型
假设的矩阵表达

标量符号 矩陈符号

假设1：对每个i， (3.2.1) 其中u和0都是n×1列向量
且0是零向量

假设2：
(3.2.5)

(3.2.2)
其中I是n×n单位矩阵

假设3： 是
非随机的或固定的

n×k矩阵X是非随机的,即
它由固定数的一个集合构成

假设4：X诸变量之间无完
全的线性关系,即无多重共
线性

(7.1.7)

其中
k是X中的列数,且k小于观测
次数n

假设5： (4.2.4)

表C-1  关于经典回归模型的假定

( ) 0iE u =

2

0,
( )

,
i j

i j
E u u

i j


= 

=

    

 

2(0, )iu N ~

( ) 0E =u

2( )E  =uu I

R( ) R( )= = kX X X

2~ ( , )N u 0 I
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➢ 假设1：干扰项的期望等于零

经典线性回归模型假设的矩阵表达
——假设1：干扰项的期望等于零

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.2 

经典线性回归模型
假设的矩阵表达

章目录 节目录
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经典线性回归模型假设的矩阵表达
——干扰项的方差-协方差矩阵

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.2 

经典线性回归模型
假设的矩阵表达

⚫ 干扰项的方差-协方差矩阵(variance covariance matrix)

章目录 节目录
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➢ 假设2：同方差性及无序列相关性的假设

经典线性回归模型假设的矩阵表达
——假设2：同方差性及无序列相关性的假设

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.2 

经典线性回归模型
假设的矩阵表达

章目录 节目录
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➢ 假设4：X诸变量之间无完全线性关系,即无多重共线性

• 其中R表示矩阵的秩

⚫ 该矩阵表达式说明：X 矩阵是列满秩(full column rank) 的，
也即其秩等于矩阵的列数。

⚫ 表明： X 矩阵的列是线性独立的，即在X 变量之间无完全
的线性关系即无多重共线性.

经典线性回归模型假设的矩阵表达
——假设2：同方差性及无序列相关性的假设

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.2 

经典线性回归模型
假设的矩阵表达

章目录 节目录

R( ) R( )= = kX X X
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最小二乘法估计(OLS)
——样本回归函数(SRF)的矩阵表达

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计

ˆy = Xβ+e

1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ

i i i k ki iY X X X e   = + + + + +（式C.3.1）

（式C.3.3）

（式C.3.2）

章目录 节目录



Chpt 3: 多元线性回归模型 78

最小二乘法估计(OLS)
——残差平方和：矩阵表达式

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计

（式C.3.1）

（式C.3.3）

（式C.3.2）

ˆ 

ˆ

y = Xβ + e

e = y - Xβ

( )ˆ ˆ ˆ= =


    βX y y Xβ βX y

标量的转置还是自身！

章目录 节目录

(1*k)•(k*n)•(n*1)=(1*1)
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最小二乘法估计(OLS)
——偏导数等于零：代数式

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计

章目录 节目录
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最小二乘法估计(OLS)
——正规方程组：代数式

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计

（式C.3.8）

1 2 2 3 3

2

1 2 2 2 3 2 3 2 2

2

1 3 2 3 2 3 3 3 3

2

1 2 2 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

   

   

   

   

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

   

    

    

   

L

L

L

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L

L

i i k ki i

i i i i k i ki i i

i i i i k i ki i i

ki ki i ki i k ki ki i

n X X X Y

X X X X X X X Y

X X X X X X X Y

X X X X X X X Y
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最小二乘法估计(OLS)
——正规方程组：矩阵表达式

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计

12 3

2

2 21 22 22 2 2 3 2

2

31 32 33 3 2 3 3 3

2

1 22 3

ˆ
1 1 1

ˆ

ˆ

ˆ









    
    
   
   =
   
   
        

  
   
   

   

LL

LL

LL

L L L L L LL L L L L L L L L L L L L L L L M

L

i i ki

ni i i i i ki

ni i i i i ki

k k knki ki i ki i ki
k

n X X X

X X XX X X X X X

X X XX X X X X X

X X XX X X X X X

1

2

3

ˆ( )  

 
 

  
  
  
  
   

 

M

n

Y

Y

Y

Y

X X X y

( ) ˆ =X X X y
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2 3

21 31 1 2

2 2 2 3 2

22 32 221 22  32 2 2

3 3 2 3 3

2 31 2 3

1 1      1      1    1

1  

1  

i i ki

k

i i i i i ki

kn

i i i i i ki

n n knk k k kn

n X X X
X X X

X X X X X X
X X XX X X X

X X X X X X

X X XX X X X

  
  
   = =
  
  
    

  
   
   X X

2

2 3ki ki i ki i kiX X X X X X

 
 
 
 
 
 
 
    

最小二乘法估计(OLS)
——变量矩阵：矩阵特点

⚫ 特点：

• (1)它给出X 变量的原始平方和与交叉乘积和， 变量之一是每次观
测都取值1 的截距项,主对角线上的元素是原始平方和.而主对角线
以外的元素则是原始交叉乘积和。 (“原始” 是指以原有度量单
位计算的)。

• (2)它是对称的;

• (3) 它的阶数是 𝑘 × 𝑘 ,也就是k行与k列

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计
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最小二乘法估计(OLS)
——参数估计：两种矩阵推导方法(之一：正规方程组法)

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计

( )

( ) ( ) ( )

( )

-1 -1

-1

( 1) ( ) ( ) ( 1)

ˆ

ˆ

ˆ

k k k k n n   

 

   

 

X X β = X y

X X X X β = X X X y

   β    = X X X y

( )
-1

  if  X X

（式C.3.11）
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最小二乘法估计(OLS)
——参数估计：两种矩阵推导方法（之二：矩阵运算法）

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计

章目录 节目录

0ˆˆˆ
ˆ
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）（ βXXββXy2-yy

β

( ) ( )ˆ ˆ  = 0
ˆ ˆ

  

 


= y - Xβ y - Xβ

β β

e e ,

,

,

,

,

, +
















 




  




 



F
F = AZ = A

Z

F
F = ZA = A

Z

F
F = Z A = A

Z

F
F = A ZB = AB

Z

F
F = A Z B = BA

Z

F
F = Z AZ = AZ A Z

Z

若 则 ；

若 则 ；

若 则 ；

若 则 ；

若 则

若 则 ；

ˆ ˆ  -2Xy +(XXβ+ XXβ) = 0

ˆ -X y + X Xβ = 0

ˆ X Xβ = X y

1ˆ ( )− β = X X X y

( )
-1

  if  X X
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最小二乘法估计(OLS)
——示例计算：消费-收入例子

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计
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最小二乘法估计(OLS)
—— መ𝛽𝒊的方差和协方差：矩阵表达(结果)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2

12

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆvar -cov

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆvar cov , cov ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcov , var cov ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcov , cov , var

    

    

    


−

    = − −    
 

 
 
 
 =
 
 
 
 

=

L

L

L L L L L L L L L L L L L L L L

L

k

k

k k k

E E E

X X

    

§ 3.3.3 

OLS 估计

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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最小二乘法估计(OLS)
—— መ𝛽𝒊的方差和协方差：矩阵表达（推导过程）

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

ˆ  

 

   

 

-1

-1

-1 -1

-1

β = X X X y

= X X X Xβ + u

= X X X Xβ + X X X u

= β+ X X X u

y = Xβ+ u

( )ˆ  
-1

β -β = X X X u

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2

ˆvar - cov

ˆ ˆ

   

 

=

=

E

E

E

E





 
 
 

           
 

    
 

   

  



-1 -1

-1 -1

-1 -1

-1 -1

-1

β

= β -β β -β

= X X X u X X X u

= X X X uu X X X

= X X X uu X X X

X X X IX X X

X X

( ) ( )

( )

(AB) B A  =

   =
    

=

-1
-1

-1

X X X X

X X

( ) 2X E  =μμ I取固定值；且

§ 3.3.3 

OLS 估计
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⚫ 可以证明𝜎2的无偏估计量是(证明略)：

• 其中，残差方差：

2

2ˆ 
ie

n k n k



= =

− −

 e e

§ 3.3.3 

OLS 估计

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

最小二乘法估计(OLS)
——𝜎2的估计：矩阵表达

2 2ˆE( ) =
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2RSS= =

ˆ ˆ(

ˆ ˆ(

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

ie 

 = − −

  = − −

     = − −

     = − − −

   = − −

    = − −

  = −

 e e

e e y Xβ y Xβ)

y β X y Xβ)

y y y Xβ β X y +β X Xβ

y y β X y y β X Xβ

y y β X y e Xβ

y y β X y X e β

y y β X y

) (

)(

（ ）

（ ）

ˆ

ˆ

ˆ

   

   −

y = Xβ+ e

y = βX + e

y βX = e

( )

ˆ   

ˆ 

 

      

 

    

  

    

 



-1

y = Xβ + e

X y = X Xβ + X e

X y = X X X X X y + X e

= X y + X e

X e = 0

( )ˆ  
-1

β = X X X y

最小二乘法估计(OLS)
——平方和分解：RSS的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计
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2nY= −TSS y y

2

2

SS

ˆ

ˆ

nY

nY

= −

   = − − −

 = −

ESS TSS R

y y y y βX y

βX y

（ ）

2

2

2

2

2

2

TSS= i

i

2

i i

2

i i

2

i

2

i

y

Y Y

Y 2YY Y

Y 2Y Y nY

Y 2YnY nY

Y nY

nY



= −

= −

= − 

= −

= −

= −

+

+

+

y y

2（ ）

（ ）

2ˆ nY = −ESS βX y

ˆ=    = −RSS e e y y βX y

2 2

2 2 3 3

2 2

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ

i i i i i i k i ki

i i k i ki

y y y x y x y x

y x y x

  

 

= − − − − −

= + +

    

 

 ESS

nത𝑌𝟐被称为
均值修正值

最小二乘法估计(OLS)
——平方和分解：TSS=ESS+RSS的矩阵表达

§ 3.3.3 

OLS 估计
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⚫ 线性性：

⚫ 无偏性：

( )ˆ  
-1

β = X X X y 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

ˆ

ˆE E E

 

 

   

 

 

-1

-1

-1 -1

-1

-1

β = X X X y 

= X X X Xβ + u

= X X X Xβ + X X X u

= β + X X X u

β = β + X X X u = β（ ） （ ） （ ）

y = Xβ+ u

§ 3.3.3 

OLS 估计
最小二乘法估计(OLS)

——回归系数估计量的性质：BLUE的矩阵证明1/3

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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⚫ 最小方差性：

• 令𝜷∗为𝜷的任意其他线性估计量，则：

( )

( ) ( )

( )

( )

   
 

  
 

 

 −

-1*

-1

-1

-1*

β = X X X + C y

= X X X + C Xβ + u

= β + CXβ + X X X u + Cu

β β = X X X u + Cu

若要求𝜷∗为𝜷的
一个无偏估计量，

则：𝕔𝕏 = 𝟎

§ 3.3.3 

OLS 估计
最小二乘法估计(OLS)

——回归系数估计量的性质：BLUE的矩阵证明2/3

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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• 根据方差定义，有：

( ) ( )( )

( ) ( )

( )

( )ˆ



           
 

 



* * *

-1 -1

-12 2

2

var - cov β = E β -β β -β

 = E X X X u + Cu X X X u + Cu

= X X + CC

 = var - cov β + CC

 



( ) ( )
     

ˆ      

 

 

2

*

CC

var -cov β var -cov β

是半正定矩阵，主对角线元素 ０，

，即最小方差性成立。



§ 3.3.3 

OLS 估计
最小二乘法估计(OLS)

——回归系数估计量的性质：BLUE的矩阵证明3/3

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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用矩阵表示的判定系数R2
§ 3.3.4 

用矩阵表示的
判定系数R2

2

2 2 3 3

2

2

ˆ ˆ ˆ

ˆ

i i i i k i ki

2

i

R

β y x y x y x

y

nY

nY

 

=

+ + +
=

  −
=

 −

  


ESS

TSS

β X y

y y

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录

2ˆ nY = −ESS βXy

2nY= −TSS y y

ˆ=    = −RSS e e y y βX y
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相关系数矩阵
——correlation matrix R

➢ 相关系数矩阵：

• k变量回归模型共有
𝑘(𝑘+1)

2
个相关系数：

§ 3.3.5 

相关系数矩阵

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

11 12 13 1 12 13 1

21 22 23 2 21 23 2

1 2 3 1 2 3

1

1
 

1

k k

k k

k k k kk k k k

r r r r r r r

r r r r r r r
R

r r r r r r r

   
   
   = =
   
   
   

章目录 节目录
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对单个回归系数进行假设检验的矩阵表达
——t检验：原理及矩阵形式

§ 3.3.6 
对单个回归系数进行
假设检验的矩阵表达

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

( )

( )

2

12

~ ,

ˆ~ ,

N

N




− 

 

u 0 I

X X 

ˆ

ˆ
~ ( )

S
i

i it t n k



 −
= −

2

2
ˆ

ˆ 
ie RSS

n k n k n k n k


   −
= = = =

− − − −

 e e y y βX y

( ) ( )2ˆvar - cov = 
-1

β X X

( )ˆ  
-1

β = X X X y

以cij表示矩阵
(X`X)-1 主对角线
上的第j个元素

ˆ

ij

ˆ ˆ

ˆ
j

j j j j
t

S
c

n k



   − −
= =

  −

−

y y β X y

章目录 节目录
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变异来源 平方和(SS) 自由度 均方和MSS

来自回归(即来自
X2，X3…Xk)

k-1

来自残差 n-k

总计 n-1

检验回归的总显著性:方差分析的矩阵表达
——判定系数R2的矩阵形式

§ 3.3.7 
检验回归的总显著性:

方差分析的矩阵表达

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

2ˆ nY  −X y
2ˆ

1

nY

k

  −

−

βX y

ˆ

n k

  −

−

y y βX y

2nY −y y

ˆ  y y -βX y

( )2

2

2

ˆ nYESS
R

TSS nY

  −
= =

 −

β X y

y y

章目录 节目录

( )

( )

2

2

2

ˆ

1

1

ESS ESS

TSS
TSS

nYESS
f MSS kR

TSS MSS nY
f

n

  −

−= = =
 −

−

βX y

y y
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变异来源 平方和(SS) 自由度 均方和MSS

来自回归(即来自
X2，X3…Xk)

k-1

来自残差 n-k

总计 n-1

检验回归的总显著性:方差分析的矩阵表达
——F检验：k 变量线性回归的ANOVA矩阵形式

§ 3.3.7 
检验回归的总显著性:

方差分析的矩阵表达

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

2ˆ nY  −X y
2ˆ

1

nY

k

  −

−

βX y

ˆ

n k

  −

−

y y βX y

2nY −y y

ˆ  y y -βX y

( ) ( )

( ) ( )

2

*

ESS ˆ / 1

RSS ˆ /

ESS ESS

RSS
RSS

nY kf MSS
F

MSS n k
f

  − −
= = =

   −

βX y

y y - X y

章目录 节目录
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检验回归的总显著性:方差分析的矩阵表达
——F检验：由R2表示的k变量ANOVA矩阵形式

§ 3.3.7 
检验回归的总显著性:

方差分析的矩阵表达

§3.3 线性回归模型的矩阵表达

( )2

2

/ 1

1 /

R k
F

R n k

−
=

− −

章目录 节目录
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检验线性约束:用矩阵法表示的一般F检验法
——自学：本课程不要求掌握

§ 3.3.8 

检验线性约束

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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)()ˆ()ˆ()ˆ( 00 YEEEYE ==== βXβXβX 000

))ˆˆ()ˆ()ˆ( 2

0 ββ()Xββ(XβXβX 0000 −−=−= EEYVar

0

1

0

2

0

00

)(

ˆˆ

)ˆˆ()ˆ(

XXXX

X)ββ)(ββ(X

X)ββ)(ββ(X

0

0

=

−−=

−−=

−

E

EYVar

),(~ˆ
0

2

0 XX)X(XβX
1

00
 −NY

标量的转置为其自身

ˆ ˆ ˆ( - )( - ) ( )E     即Var

2 -ˆ( )=   1Var （X X）

0
ˆ( - )X   为标量

方差定义

0 01 02 0
ˆˆ= , X =(1,X ,X , , )kY X对于模型 给定 …X

用多元回归做预测
——均值E(Y0)预测：矩阵表达(1/2)

§ 3.3.9 

用多元回归做预
测：矩阵表达

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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于是，得到(1-)的置信水平下E(Y0)的置信区间：

0

1

0000

1

00 )(ˆˆ)()(ˆˆ
22

XXXXXXXX +− −−   tYYEtY

其中，t/2为(1-)的置信水平下的临界值。

2

2
ˆ

ˆ ie

n k n k n k


   −
= = =

− − −

 e e y y βX y
0

0 0 0 0

2 1
ˆ 0 0

ˆ ˆ( ) ( )
= ( )

ˆ ( )Y

Y E Y Y E Y
t n k

S  −

− −
−

x X X x

用多元回归做预测
——均值E(Y0)预测：矩阵表达(2/2)

§ 3.3.9 

用多元回归做预
测：矩阵表达

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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000 ŶYe −=

0

))((

))ˆ((

)ˆ()(

1

00

00

0000

=

−=

−−=

−+=

− μXXXX

ββX

βXβX







E

E

EeE

))(1(

))((

)()(

0

1

0

2

21

00

2

00

XXXX

μXXXX

+=

−=

=

−

−



E

eEeVar

-1

-1

-1

-1

ˆ- =( ) -

       =( ) (X + )-

       = +( ) -

       =( )

X X X Y

X X X

X X X

X X X

  

  

  



 

 

 

 

PRF和SRF的定义

扰动项期望为0假设

方差定义，且E(e0)=0

同上面的推导

用到标量转置性质

思考：有没有更简单的思路得出Var(e0)???

用多元回归做预测
——个值Y0预测：矩阵表达(1/2)

§ 3.3.9 

用多元回归做预
测：矩阵表达

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录



Chpt 3: 多元线性回归模型 104

)))(1(,0(~ 0

1

0

2

0 XXXX + −Ne

0

1

0000

1

00 )(1ˆˆ)(1ˆˆ
22

XXXXXXXX +++− −−   tYYtY

104

0

0

2 2 1

0 0

2 1

0 0

ˆ 1 ( )

ˆ 1 ( )

e

e

S

S





−

−

  = + 

  = + 

x X X x

x X X x

0

0 0 0 0

2 1
e 0 0

ˆ ˆ
= ( )

S ˆ ( ) )

Y Y Y Y
t t n k

 −

− −
= −

(1+ x X X x

用多元回归做预测
——个值Y0预测：矩阵表达(2/2)

§ 3.3.9 

用多元回归做预
测：矩阵表达

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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§ 3.3.10 

矩阵方法总结:

一个说明性例子

人均私人消费支出与(人均可支配收入和时间)的关系
——数据表与基础计算

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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人均私人消费支出与(人均可支配收入和时间)的关系
——求出回归系数矩阵

§ 3.3.10 

矩阵方法总结:

一个说明性例子

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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§ 3.3.10 

矩阵方法总结:

一个说明性例子

2

2ˆ 164.73797
12

ie

n k



= = =

−

 e e

2 ˆ
ie    = = − e e y y βX y

2 1ˆ ˆ- ( ) ( ) =var cov X X −=β

人均私人消费支出与(人均可支配收入和时间)的关系
——求出方差-协方差矩阵

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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§ 3.3.10 

矩阵方法总结:

一个说明性例子

人均私人消费支出与(人均可支配收入和时间)的关系
——平方和分解、可决系数、t检验

t0.05/2(12)=2.178813

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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§ 3.3.10 

矩阵方法总结:

一个说明性例子

人均私人消费支出与(人均可支配收入和时间)的关系
——ANOVA和F检验

F0.05 (2,12)=3.885294

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录
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§ 3.3.10 

矩阵方法总结:

一个说明性例子

人均私人消费支出与(人均可支配收入和时间)的关系
——预测

§3.3 线性回归模型的矩阵表达 章目录 节目录


